
 
 

MÔ HÌNH TOÁN HỌC ROBOT MỘT KHÂU ĐÀN HỒI 

1. Mở dầu 

Hệ tay máy có các khâu đàn hồi được sử dụng chủ yếu trong công nghệ không 
gian, trong các lò phản ứng hạt nhân, y tế ... Tính linh hoạt, khối lượng nhỏ, tốc độ cao, 
mức độ tiêu tốn năng lượng thấp là những ưu điểm vượt trội của lớp tay máy dạng này. 
Tuy nhiên, do có thiết kế đến tính đàn hồi của các khâu mà vấn đề dao động, tính ổn 
định, chính xác vị trí, vận tốc... trở nên khó xác định. Chính vì vậy việc mô hình toán 
học gần với thực tế đóng vai trò hết sức quan trọng để điều khiển cơ hệ. Đã có một số 
nghiên cứu nhằm giải quyết vấn đề này nhưng còn chưa đầy đủ và chưa mang tính tổng 
quát hóa do tính phức tạp của hệ thống. Tokhi [1] đưa ra lý thuyết và áp dụng để phân 
tích động lực của tay máy một khâu đàn hồi với mô hình toán học được xây dựng dựa 
trên phương pháp phần tử hữu hạn. Kou và Jin [2] đã đề cập đến việc điều khiển cánh 
tay robot đàn hồi cách sử dụng luật mờ và phương pháp nhiễu loạn đơn lẻ. Một mô hình 
cơ cấu với cả hai khâu đàn hồi đã được nghiên cứu trong [3] bằng cách sử dụng công 
thức Euler-Lagrange kết hợp và phương pháp phương pháp giả định. Gavriloiu [4] 
chứng minh rằng lý thuyết điều khiển tuyến tính nói chung không thích hợp cho hệ 
thống thao tác với khâu đàn hồi. Mặt khác, có rất nhiều nhà nghiên cứu tập trung xây 
dựng trương trình điều khiển bằng cách tối ưu tham số. Tang và Sun [5] đã sử dụng 
thuật toán mạng thần kinh để kiểm soát vị trí đầu của một tay máy đàn hồi. Becedas [6] 
đã giới thiệu một phương pháp mới (GPI) để điều khiển cánh tay robot đàn hồi bằng 
một động cơ thông thường với bộ truyền động bánh răng bị ảnh hưởng mạnh bởi mô 
men ma sát không tuyến tính. Nghiên cứu này đưa ra một mô hình toán học cho robot 
có khâu đàn hồi sử dụng phương pháp phần tử hữu hạn dựa trên phương pháp Lagrange. 

2. Mô hình động lực 

2.1. Mô hình phần tử hữu hạn 

Trong bài này, ta  xét một robot một khâu đàn hồi chuyển động trên mặt phẳng 
nằm ngang như trong hình. 1. 

 

hình.1. tay máy một khâu đàn hồi 
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Khi chưa biến dạng khâu là một thanh thẳng 

Trong đó ta có các ký hiệu: XOY : Hệ quy chiếu cố định; 1 1 1XOY : hệ quy chiếu gắn 

với khâu một; 1jr : Véc tơ xác định từ  1O  tới phần tử thứ j  trên hệ 1 1 1XOY ; 01jr : véc tơ từ 

O  tới phần tử thứ j  trên hệ XOY ; 1r : Véc tơ từ 1O  đến điểm cuối khâu trong hệ 1 1 1XOY ; 

01r : Véc tơ từ O  đén điểm cuối của khâu trong hệ XOY ; 1( )q t  : góc quay tại O  giữa 

1 1OX  và  OX ; 1 : mô men của động cơ; 3
1( / )kg m , 2

1( / )E N m , 4
1( )I m  : khối lượng riêng, 

mô đunYoung, mô men quán tính diện tích của khâu; 1( )L m , 1( )h m , 1( )b m , 2
1( )A m : chiều 

dài, bề rộng , diện tích mặt cắt cảu khâu; 2( . )hI kgm : mô men quán tính đông cơ; ( )pm kg : 

khối lượng tải trọng tại điểm cuối; 2( . )pJ kg m : mô men quán tính tải trọng; iw ( , )jx t : 

chuyển vị đàn hồi của phần tử j  với tọa độ  ( , )j jx y  trong hệ 1 1 1XOY ; ( ), ( ), ( ),j j j i j jN x Q t x l : 

hàm dạng suy rộng trong lý thuyết phần tử hữu hạn, véc tơ chuyển vị đàn hồi, hàm dạng 
và chiều dài phần tử thứ j ; 2 1 2 2 1 2 2, , ,j j j ju u u u  

: chuyển vị dài và chuyển vị góc tại điểm 

đầu và điểm cuối phần tử thứ j ; 1n : số phần tử của khâu; , , ,k k k kT P M K : động năng đàn 

hồi, thế năng đàn hồi, ma trận khối lượng, ma trận độ cứng của phần tử thứ k; ,dc dcT M : 

động năng và ma trận độ cứng của motor;  ,p pTT M : động năng và ma trận độ cứng của 

tải trọng; 1 1 1 1, , ,T P M K : động năng đàn hồi, thế năng đàn hồi, ma trận khối lượng, ma trận 

độ cứng cảu toàn hệ 

Tống chuyển vị đàn hồi của phần tử thứ  j  trong hệ 1 1 1XOY : 

jw ( , ) ( ) ( )j j j jx t N x Q t                                                         (1) 

Trong đó ( ), ( )j j jN x Q t  cho bởi:  

   

  

 
 

1 2 3 4

2 1 2 2 1 2 2

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]
( ) [ ]
j j j j j j

T
j j j j j

N x x x x x
Q t u u u u                                          (2) 

Với: 
2 3 2 3 2 3 3 2

1 2 3 42 3 2 2 3 2

3 2 2 3 2
( ) 1 ; ( ) ; ( ) ; ( )j j j j j j j j

j j j j j
j jj j j j j j

x x x x x x x x
x x x x x

l ll l l l l l
                        (3) 

Véc tơ 1jr  trong hệ 1 1 1O X Y   có dạng: 

1
j

( 1)
w ( , )

j j
j

j

j l x
r x t

  
  
  

                                                               (4) 

Ma trận chuyển 1
0T  từ hệ 1 1 1XOY  sang hệ XOY :  

1 11
0

1 1

cos sin
sin cos

q q
T q q

 
  
  

                                                             (5) 

Véc tơ tọa độ phần tử thứ j trong hệ OXY cho bởi: 
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1 11
01 0 1

1 1

[( 1) ]cos ( ) sin
[( 1) ]sin ( )cos

j j j j
j j

j j j j

j l x q w x q
r T r j l x q w x q

   
   

    
                                          (6) 

Vậy ta có véc tơ định vị điểm cuối khâu : 

1

1

1 1 2 1 11
01 0 1

1 1 2 1 1

cos sin
sin cos

n

n

L q u q
r T r

L q u q




 
   

  
                                            (7)          

2.2. Động năng của hệ                                      

 Động năng tổng thể của hệ là tống động năng đàn hồi của tay máy, động năng 
động cơ và động năng tải trọng : 

 1 k dc pT T T T                                                                 (8) 

Động năng đàn hồi của khâu là tổng động năng của các phần tử của khâu: 
1 1

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

n n
T T

k j j j j k
j j

T T Q t M Q t Q t M Q t
 

                                       (9) 

Trong đó 1 jT  là động năng của phần tử thứ j  và được tính bởi công thức: 

 
   
   
       

  01

2

01 01
1 1 1 1 10 0

1 1 .
2 2

j j j

T
l lj j

j j j

rr r
T A dx A dx

t t t
                       (10) 

Ta có: 

 
  

  

     
    

     
    01 01 01 01 01 01
1 2 1 2 2 1 2 2

1 2 1 2 2 1 2 2

j j j j j j
j j j j

j j j j

r r r r r r
q u u u u

t q u u u u
  

          


  




 
 
          
         
 
 







1

2 1
01 01 01 01 01

2
1 2 1 2 2 1 2 2

2 1

2 2

j
j j j j j

j
j j j j

j

j

q
u

r r r r r
u

q u u u u u
u

  

          01
1

j
j

k

r
Q

q

 
   

   

Với 1jQ véc tơ tọa độ suy rộng của phần tử thứ j : 

1 1 2 1 2 2 1 2 2

T

j j j j jQ q u u u u
  

                                                 (11) 

1( )Q t  là véc tơ tọa độ suy rộng của cả khâu: 

1 1 1 11 1 1 2 2 1 2 2 1 2 2( ) . .
T

n n n nQ t q u u u u u u  
                              (12) 

Trong đó 
1 11 2 2 1 2 2, ; ,n nu u u u 

 are biến dạng dài và góc quay  tại điểm đầu và điểm cuối khâu 
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Vậy động năng phần tử thứ j là: 

  
       
      
           

   01 0101 01
1 1 1 1 1 1 10 0

1 1.
2 2

j jj j

T T
l lj jT

j j j j j
k k k k

r rr r
T A dx AQ Q dx

q q q q
  

  
                 
                 

    01 0101 01
1 1 1 1 1 1 1 10 0

1 1
2 2

j jj j

T T
l lj jT T

j j j j j j
k k k k

r rr r
AQ Q dx Q A dx Q

q q q q
  

 1 1 1

1

2
T

j j jQ M Q     

Trong đó: 01 01
1 1 10

j j

T
l j

j j
k k

r r
M A dx

q q


   
         
   

Ta có  
   
   

     
 

     

01 1 1

1 1 1

[( 1) ]sin cos
[( 1) ]cos sin

j j j j j j

j j j j j

r j l x q N x Q t q
q j l x q N x Q t q

  

 
  

  
  

1 1

1 1

sin cos
cos sin
C q D q
C q D q

  

 
 

          

01
1 1 1 1

1

sin cos cos sin
T

jr
C q D q C q D q

q
  

Vậy    
    

         
       

2 201 01 2 2
1 1 1 1

1 1

sin cos cos sin
T

j jr r
C q D q C q D q C D

q q
  

Với    [( 1) ];j j j j jC j l x D N x Q t      

Ta có       22

1 1 1 0
1,1 [( 1) ]

jl

j j j j j j jM A j l x N x Q t dx            

Trong đó: 
2

2 3

0

3 3 1
[( 1) ]

3

jl

j j j j

j j
j l x dx l

        

                
2

0 0

j jl l T T
j j j j j j j j j j jN x Q t dx Q t N x N x Q t dx       

        
0

jlT T
j j j j j j jQ t N x N x dx Q t    

Lại có    
2 2

1 1 1 1
1*0

2 2

156 22 54 13

22 4 13 3

54 13 156 22410 410

13 3 22 4

j

j j

l j j j jj jT
j j j j j

j j

j j j j

l l

l l l lA l A l
N x N x dx M

l l

l l l l

 
 

   
 
     

   
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Vậy 

   

2 1
2 2

2 21 1
2 1 2 2 1 2 20

2 1
2 2

2 2

156 22 54 13

22 4 13 3
[ ]

54 13 156 22420

13 3 22 4

j

j j j

l j j j j jj
j j j j j j j j

j j j

j j j j j

l l u

l l l l uA l
N x Q t dx u u u u

l l u

l l l l u




  




   
             
           

   

 
2

1 13
1 1 1 1*

3 3 1
1,1

3 420
j T T

j j j j

Alj j
M A l Q M Q


  

     

   1 1 2 2
1 1*1,1 140 3 3 1

420
j T T

j j j j

Al
M j j l Q M Q


         

Ta có  
 
     1 11 1

1 1 1 1
2 1 2 11 1

sin
sin cos

cos

T
jO j O j

j j
j jj

x qr r
x q x q

u ux q


 

 

    
               

  

  1 1 2
1

2 1 2 1

T

O j O j
j

j j

r r
x

u u


 

    
    

       
  

Vậy    
22 3

2
1 1 1 1 1 1 1 12 30 0

3 2 13
2, 2 1

35

j jl l j j
j j j j j

j j

x x
M A x dx A dx Al

l l
   

 
      

 
    

 

        1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1

sin cos sin cos sin cos
T

O j O j
j j

j

r r
C q D q x q C q D q x q

q u
 



   
            

  

             
2 3

1 2 3

3 2
[( 1) ] 1 j j

j j
j j

x x
C j l x

l l


 
       

 
  

   
2 3

1 1 1 1 2 30

3 2
1,2 2,1 [( 1) ] 1

jl j j
j j j j j

j j

x x
M M A j l x dx

l l


 
       

 
  2

1 1

10 7

20 j

j
A l 

    

 
     2 11 1

2 1 2 1
2 22 1

sin
sin cos

cos

T
jO j O j

j j
j jj

x qr r
x q x q

u ux q


 



    
               

  

  1 1 2
2

2 2

T

O j O j
j

j j

r r
x

u u


    
    

       
  

 
22 3 3

1 1 1 1 120

2
3,3

105

jl j j j
j j j

j j

x x l
M A x dx A

l l
 

 
      

 
   

2 3
1 1

2 2
1 2

2
[( 1) ]

T

O j O j j j
j j j

j j j

r r x x
C j l x x

q u l l


     
                 

  



 6 

   
2 3

1 1 1 1 20

2
1,3 3,1 [( 1) ]

jl j j
j j j j j j

j j

x x
M M A j l x x dx

l l


 
        

 
  3

1 1

5 3

60 j

j
A l 

   

 
     3 11 1

3 1 3 1
2 1 2 13 1

sin
sin cos

cos

T
jO j O j

j j
j jj

x qr r
x q x q

u ux q


 

 

    
               

  

  1 1 2
3

2 1 2 1

T

O j O j
j

j j

r r
x

u u


 

    
    

       
  

 
22 3

1 1 1 1 12 30

3 2 13
4, 4

35

jl j j
j j j

j j

x x
M A dx A l

l l
 

 
     

 
   

2 3
1 1

3 2 3
1 2 1

3 2
[( 1) ]

T

O j O j j j
j j

j j j

r r x x
C j l x

q u l l




     
                

  

   
2 3

1 1 1 1 2 30

3 2
1, 4 4,1 [( 1) ]

jl j j
j j j j j

j j

x x
M M A j l x dx

l l


 
       

 
  2

1 1

10 3

20 j

j
A l 

   

 
     4 11 1

4 1 4 1
2 2 2 24 1

sin
sin cos

cos

T
jO j O j

j j
j jj

x qr r
x q x q

u ux q


 

 

    
               

  

 1 1 2
4

2 2 2 2

T

O j O j
j

j j

r r
x

u u


 

    
    

       
  

 
23 2 3

1 1 1 1 120
5,5

105

jl j j j
j j

j j

x x l
M A dx A

l l
 

 
     

 
  

3 2
1 1

4 2
1 2 2

[( 1) ]
T

O j O j j j
j j

j j j

r r x x
C j l x

q u l l




     
                

   

   
3 2

1 1 1 1 20
1,5 5,1 [( 1) ]

jl j j
j j j j j

j j

x x
M M A j l x dx

l l


 
       

 
  3

1 1

5 2

60 j

j
A l    
 

  

   
 
 

2 11 1
1 1 1 1

2 1 2 2 1

sin
sin cos

cos

T
jO j O j

j j
j j j

x qr r
x q x q

u u x q


 



     
                   

  

    
2 3 2 3

1 2 2 3 2

3 2 2
1 j j j j

j
j j j j

x x x x
t t x

l l l l
 

  
         

  
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   
2 3 2 3

1 1 1 1 2 3 20

3 2 2
2,3 3,2 1

jl j j j j
j j j j

j j j j

x x x x
M M A x dx

l l l l


  
         

  
  2

1 1

11

210 jA l   

   
 
 

3 11 1
1 1 1 1

2 1 2 1 3 1

sin
sin cos

cos

T
jO j O j

j j
j j j

x qr r
x q x q

u u x q


 

 

     
                   

  

    
2 3 2 3

1 3 2 3 2 3

3 2 3 2
1 j j j j

j j j j

x x x x
t t

l l l l
 

  
        

  
  

   
2 3 2 3

1 1 1 1 2 3 2 30

3 2 3 2
2,4 4, 2 1

jl j j j j
j j j

j j j j

x x x x
M M A dx

l l l l


  
        

  
  1 1

9

70 jA l   

    
 
 

4 11 1
1 1 1 1

2 1 2 2 4 1

sin
sin cos

cos

T
jO j O j

j j
j j j

x qr r
x q x q

u u x q


 

 

     
                   

  

    
2 3 3 2

1 4 2 3 2

3 2
1 j j j j

j j j j

x x x x
t t

l l l l
 

  
        

  
  

   
2 3 3 2

1 1 1 1 2 3 20

3 2
2,5 5,2 1

jl j j j j
j j j

j j j j

x x x x
M M A dx

l l l l


  
        

  
  2

1 1

13

420 jA l    
 

  

   
 
 

3 11 1
2 1 2 1

2 2 1 3 1

sin
sin cos

cos

T
jO j O j

j j
j j j

x qr r
x q x q

u u x q


 



     
                   

  

    
2 3 2 3

2 3 2 2 3

2 3 2j j j j
j

j j j j

x x x x
t t x

l l l l
 

  
        

  
  

   
2 3 2 3

1 1 1 1 2 2 30

2 3 2
3,4 4,3

jl j j j j
j j j j

j j j j

x x x x
M M A x dx

l l l l


  
        

  
  2

1 1

13

420 jA l   

   
 
 

4 11 1
2 1 2 1

2 2 2 4 1

sin
sin cos

cos

T
jO j O j

j j
j j j

x qr r
x q x q

u u x q


 



     
                   

  

    
2 3 3 2

2 4 2 2

2 j j j j
j

j j j j

x x x x
t t x

l l l l
 

  
         

   
  

   
2 3 3 2

1 1 1 1 2 20

2
3,5 5,3

jl j j j j
j j j j

j j j j

x x x x
M M A x dx

l l l l


  
        

  
  3

1 1

1

140 jA l    
 
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   
 
 

4 11 1
3 1 3 1

2 1 2 2 4 1

sin
sin cos

cos

T
jO j O j

j j
j j j

x qr r
x q x q

u u x q


 

 

     
                   

  

    
2 3 3 2

3 4 2 3 2

3 2j j j j

j j j j

x x x x
t t

l l l l
 

  
       

  
  

   
2 3 3 2

1 1 1 1 2 3 20

3 2
4,5 5,4

jl j j j j
j j j

j j j j

x x x x
M M A dx

l l l l


  
       

  
  2

1 1

11

210 jA l    
 

  

Ma trận khối lượng của phần tử thứ j : 



      




2 2 2 2
1*

1 1
1

140 (3 3 1)     21 (10 7)    7 (5 3)       21 (10 3)      -7 (5 2)
     21 (10 7)                         156                22                  54              

420

T T
j j j j j j j

j j
j

j

l j j Q M Q l j l j l j l j
l j l

Al
M 



2 2 2

  -13
      7 (5 3)                           22                 4                  13                -3
     21 (10 3)                          54                 13                  156

j

j j j j j

j j

l
l j l l l l
l j l

 
 
 
 
 
 
   

2 2 2

              -22
     -7 (5 2)                           -13                -3                 -22                4

j

j j j j j

l
l j l l l l

   

(13) 

Có thể viết dưới dạng:  
1

1
1

n

k j
j

M M


                                                           (14) 

dcT  có thể viết dưới dạng ma trận: 

2
1 1 dc 1

1 1( ) ( ) ( )
2 2

T
dc hT I q t Q t M Q t                                            (15) 

Trong đó:  

0 . . 0
0 0 . . 0
. . 0 . .
. . . . .
0 . . . 0

h

dc

I

M

 
 
 
 
 
 
 
 

                                                   (16) 

Động năng của tải trọng cho bởi:  

1

2

201
1 2 2 1 pT 1

1 1 1( , ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

T
p p p n

r
T m l t J q u Q t M Q t

t 

 
    

  
                         (17) 

Trong đó: 
2
1 1

1

0 .
0 0 . . 0
. . 0 . .

. 0 0
0 . 0

p p p p

pT

p p

p p

m L J m L J

M
m L m
J J

 
 
 
 
 
 
 
 

                                           (18) 
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Thay vào (8) tổng động năng của hệ là: 

1 1 1 1
1 ( ) ( )
2

TT Q t MQ t                                                          (19) 

Trong đó: 

  1 k dc pTM M M M                                                        (20) 

2.3. Tổng thế năng đàn hồi của hệ  

 Thế năng tổng thể của hệ là tống thế năng đàn hồi, thế năng động cơ và thế năng 
tải trọng : 

 
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

n n
T T

j j j j
j j

P P Q t K Q t Q t K Q t
 

                                        (21) 

Trong đó: 
2 22 2

j 1 1
1 1 1 1 1 1 1 12 20 0

w ( , ) ( ) ( )1 1 1 ( ) ( )
2 2 2

j jl lj j j j T
j j j j j j

j j

x t N x Q t
P E I dx E I dx Q t K Q t

x x

    
     

       
       (22) 

Với 1jK  là ma trận độ cứng của phần tử thứ  j : 

2 21 1
1 3

2 2

0    0      0      0     0
0   12    6    -12   6
0   6    4    -6   2
0   -12   -6   12  -6
0   6     2   -6   4

j j

j j j j j
j

j j

j j j j

l l
E I

K l l l l
l l l

l l l l

 
 
 
   
 
 
  

                                                      (23) 

Ma trận độ cứng tổng thể cho bởi: 
1

1 1
1

n

j
j

K K


                                                                     (24) 

2.3. Hệ phương trình động lực 

 Hệ phương trình chuyển động của cơ cấu tay máy một khâu đàn hồi được thiết lập 
bằng phương pháp Lagrange với hàm L T P  , véc tơ tọa độ suy rộng 1( )Q t  véc tơ tải 

trọng ngoài 
1 1 0 0 . . . . 0

T
F     . Hệ phương trình có dạng : 

1 1
1

1 1

L Ld F
dt Q Q

  
     

                                                           (25) 

Xét hệ có cản, hệ phương trình dao động trở thành: 

1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )MQ t DQ t KQ t F t     

Trong đó 1D  là ma trận cản: 
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1 1 1D M K                                                                 (26) 

Với ,   là hệ số cản của khâu. 

2.4. Điều kiện biên 

 Ta xét hệ tay máy là một phần tử: 1 1, 1n j  . Điểm đầu của khâu gắn chặt với 

động nên ta có chuyển vị dài và chuyển vị góc là bằng không khi gắn với hệ OX . Bời 
vậy 1 20, 0u u  .  

 Sử dụng điều kiện biên ta có ma trận khối lượng và ma trận độ cứng trở thành: 

      
 

  
    

2 2 2
1 1* 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1

140 + 147 -21
147 156 + -22

-21 -22 4

T T
j j h p p p p

p p

p p

L Q M Q I m L J S L m L S L J
M S L m L S m S L

S L J S L S L J
                        (27) 

1 1
1 13

21
1 1

0 0 0
0 12 -6
0 -6 4

E I
K L

L L L

 
 

  
 
  

                                                      (28) 

Và véc tơ tọa độ suy rộng và lực suy rộng cho bởi: 

1 1 3 4

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0 0

T

T

Q t q t u t u t

F t t

    
    

                                              (29) 

Với   1 1 1D M K   

Lấy 3.2; 0.00005     

Vậy phương trình động lực miêu tả chuyển động của tay máy một khâu đàn hồi có dạng 
ma trận như sau: 

    
1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )MQ t DQ t KQ t F t              (30) 

3. Kết luận 

Báo cáo này, tác giả trình bày mô hình toán học cho robot có khâu đàn hồi chuyển 
động quay dựa trên mô hình dầm Euler – Bernoulli và phương pháp phần tử hữu hạn. 
Hệ phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ có được nhờ phương trình Lagrange 
loại 2. Mô hình toán học này là cơ sở quan trọng để giải quyết các bài toán tiếp theo 
như động lực học thuận, động lực học ngược và điều khiển. 
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